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Zusammenfassung = ¢ 4 )
Nach einer Diskussion liber die Brauchbarkeit einer Ilodell-
Tonosphire mit scharf begrenzter Unterkante und konstanter
Leitffhigkeit flir die Ausbreitung von sehr langen Radio-
wellen (A von der Grdossenordnung 10 km) und einer Abschitzung
des Einflusses des Erdmagnetfeldes werden die wellenoptische
und die strahlenoptische Theorie der Langstwellenausbreltung
entwickelt und gegenubergestcllt Der Einfluss der Erdkrimmung
‘wird besprochen und an Hand eines Beispieles die Ueberein-
stimmung beider Theorien im Gebiet der Ueberschneidung ihrer
~Gultlgkeltsberelche (300 - 2000 km Bntfernung vom Sendeort)
gezelgt © 5 : \ ;
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1. Einleitung

Im Heinrich-Hertz- Instltut fur Schw1ngungsforsohung in Berlln-'
Charlottenburg werden selt dem.1. August 1957 Feldstarke-
messungen von engllschen Langstwellensendern auf ver:chledenen
Frequenzen (165 19,63 51 95 kHz) vorgenommen. Die Entfernung
zwischen Sende— und Empfangsort betrigt etwa 1000 km, Fir
‘eine Deutung des’ tages— und Jahreszeltllchen Verhaltens der
reglstrierten Feldstarke werden im folgenden die Theorlen
der Ausbreltung von Lang twellen zusammengestellt die bei
‘dleser mittleren “ntfernung sowohl "wellenoptische als auch

:-strahlenoptleche sein kénnen. Die Auswertung soll 51ch auf
fdle Zeit zwischen Sonnenauf- und —untergang beschranken. Am’
Tage findet aber die Reflexion dar Langctwellen im D—Geblet

- unterhalb 80 km statt, und es wird sich herausstellen, dass

der Elnfluss des Erdmagnetfeldes bis gu einer Hohe von 75 km
in erster Naherung vernachlasslgbar lbt und unberuck81cht1gt‘
blelben kann. ' §

Ueber die Zusammenstbllung und Deutung der Meusergebnlsse
w1rd an einer anderen Stelle berlchtet werden f1] .

2. Das Ionosphérenmbdell‘

Erfahrungsgemiss werden elektromagnetische Wellen bis 100 kilz
~ am Tage im ionosphirischen D- Gebiet unterhalb 80 km Hohe re-~
- flektiert. [é . In diesen Hohen ist die Elektronendlchte

klelner als 1000 Elektronen/cm -und stelgt erst dann sehr

rasch an. .In der Abb, -1 ist ein mlttleres uittagllches :

'ulektronendlchteprofll in Abhéngigkeit von der Hohe dargeu

stellt, das aus neueren Radlo— und- Raketenmessunéen gewonnen

worden ist [3] (Das in Abb. 1 susserdem eingezeichnete N

‘Stogszahlprofil stammt von M. NICOLET {4] und beriicksichtigt -
i ebenfalls neuere Raketenaufstlege) Flir lange Wellen der \
,_Grossenordnung A = 10 km hat sich ein Ionospharenmodell mit -

scharfer unterer Begrenzung und konstanter Elektronendlchte
| als brauchbar erwiesen [5][ ]; Um abzuschatzené 1nw1ewe1t ‘

das obere D—Geblet mlt seiner um den Faktor 10 ‘grisseren

Dlektronendlchte einen Einfluss auf die Reflex1on der Léngst-
‘wellen im unteren Teil der D—SCthht,hat,wW1:d die Ionosphére
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_Abb, 1 Mlttleres mlttagllches Elektronendlchteprofll N

nach R.E., HOUSTON [3] u. mittleres StoBzahlpro-.'
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durch ein- elnfaches Zwelschlchtenmodell mit den Breohnun081n— '
dicesln1 und n2 angenahert (vergl‘ Abb, 2), ‘Die Reflex1ons—

I
S\

Abo. 2 Reflex1on einer elektromagnetltchen Welle an einem zwei-
geschlchteten Medlum mit den Brechunb81nd1cus n, und N,

koefflzlenten vertlkal bzw, horlzontal polar1s1erter ebener
- elektromagnetlscher Wellen lassen sich auf bekanntem Wege lelcht
ermltteln und lautens
v »n? cosa) - Q, n% - sina o2y Fo . 2,
R, == . | )y

il . - . " ‘
L ,n? cosa +-Q” n? - siﬁ Ya

AL T B e g M g
\/nS - sifi® - Q, cosd ‘ :
e RN+

Y

.20
Ry = sin®  + Ql_cosﬁ‘ ,
: —éibk\/nZ Absi%&
Q " B : LT o C3)
QV | -21bk [n] - sid¥ A

1,4 R’»e‘ A agtet 1L
g R

R und BL sind die gewbhnlichen Reflexionskoeffizienten:beim

Ry

Uebervang der Wellen vom Geblef I in das Geblet II. Ihr Betrag
1st Kleiner oder glelch €ins. k = 2n/A ist die WellenZahI,
und b 1st d1e Breite der Schlcht Lo 8 ‘

i
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Mt n® 1.1 und L = 1 (siche Abschmitt 3)
N soWie‘schfégem Einfall'(b7§ 60°) Wird,def'Betrag def;Exﬁ
ponentialfunktion in Gl, 3 '

£k

Setzt man b =.10 km (siehe Abb, 1), S0 erkennt man, dass oberhalb"
10 kHz nahezu Q, =" Q. =1 ist, Der: Dlnfluss des oberen Gebietes .
, grosserer Elektronendlchte ist also- vernachlasslgbar klein. Die
obere Grenze der. Anwendbarkelt dieses Modells llegt etwa bei
A = b (£ = 30 kHz), weil dann schon: der stetige Verlauf der
Elektronendlchte beruck81cht1gt wefden MUS S, ‘

\Es wird S1ch herausstellen, dass ein elnfaches Modell mlt scharf
begrenzter Ionosphare konstanter Leitfahlgkelt im Frequenzbereich -
5 - 50 kHz wesentllche Ausbreltungscharakterlstlka rlchtlg w1eder-

| glbt [1] R P T | . 

3. Elnfluss des Erdmagnetfeldes auf den Brechungs1ndex in der Iono ~
"sghare e

Infolge Anwesenhelt des Erdmagnetfeldes 1st dle Ionosphare doppe1-~
brechend, Zur Bestimmung des Brechungs1ndex einer scharf begrenz-
~ten- Ionosphare konstanter Elektronendlchte und Stosszahl mit
dusserem homogenen Magnetfeld folgen wir dem Belsplel vont JdeW. -
YABROFF [7} ; Eine ebene Welle breite sich im Vakuum in Richtung
(¥ '3 ) aus und treffe auf ein scharf begrenztes Plasma. Die

?Begrenzungsflache sei mit der. Ebene z =0 1dentisch (Abb 3)
A 2 g v @
A

abb, 3

. Das homogene Magnetfeld sei paréllel Zur x-z z-Ebene ausgerichteﬁ
und sei um den Winkel i, gegen die z-Achse geneigt. Flir den ein-
fallenden Vektor der elektrlschen Feldstarke wird der! Ansatz



= e
: jut - jk(x sin 9 cos ¢ + y 31n~h51n ¢+ 2 cosd!) AR
{ € % v " ’ | PETRR x (4)
im Vakuum und. | : :
; jowt - Jk(x s1nn»‘cos A S 51n3‘s1n w + D z) }. ' <
 1m Plasma gemaeht Damit ist bereits dle Stetlgkelt der Tangen— i
tlalkomponenten der elektrlschen Feldstarke erfullt

Der komplexe Wert D hat die Bedeutung, dass T : .

\ o w tang&f = —jﬂilﬁi—,y'ist, o . R - (6)
‘ Re D : ‘ 2 SR

‘ '_ ' " 5 8 i d - i ¢
wo (3379) die Ausbreitungsrichtung der Fléche gleicher Phase ist,
2 Die"PhaseﬁgQSOhWihdigkeit in dieser Riohtung betrégtVi-

C .

P . :
(Re D)2+ "R
und k. Im D ist ein Mass fiir die Dampfung der Wellen in. z-Rlchtung.
‘Den Brechungs1ndex gew1nnt man aus dem Ansatz . ol g

sn_n'%‘ =n s:.nri)’ |
D =ncosy Zu
‘n? = T° & sin%ﬁ L R IERETTIRSEN (-3
‘Elimination von Q§ aus den MAXWELL'schen Gleichungen
SRt Béf
roﬂ%:=e _—+ J

° Jt e ey

g | rot% L ”p 22%» , T ; .
‘ ‘ ot E
unter Verwendung der. Bewegungsglelchung der Elektronen :
m QE.;-me = - e(%4—pobv?3) , | (10)
| N dt - SR
und  h ' L i N b 7 "(Né Elektronendlchte)
ergiﬁt- [ ‘ . : T A ; ‘ .
' o [-l?rot rot—TJ%:O | - | (11)

Der>Tensor‘T hat die_Gestalt.
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mit , g
1 hi‘” &2 - 8 jh,
m = + . m = e
11 s(s2 - h2) 12 (s2 ”:hz)
S. ; jh_
m = m s Jtr
22 (s2 _ h§> 23 (82 ,hz)
) ‘-‘hi — g ~h hz
gy =+ T fyg = gty \
8(s® - 1) s(s® - h%)
. Vo W : /o™ _
8 (1 - lm_) ;§- - wH =~ fzgéf\ ; Gyrofrequ§n2r~
0. J7
W W Plasmafrequenz
b= = Wy = derquektronen_.
hy =hsin® . H = lagnetfeld
h, =h cosSL | , , | v = Stosszahl
a, =.sinV cos 9. w = Kreisfrequenz
sycsmatng o u = epdad,
g = sinf(a' T E | w, = w, cos V.

H """ e

Geht man mit dem Ansatz Gl. 5 in die Gl. 11 ein,'SO'erhélt man
~ein System von dre1 homogenen Glelchungen fir die Komponenten von
j% . deren Determlnante bei -einer nlchttr1v1a1en Losung ver-:
schw1nden muss, Dies fihrt zu einer Glelchung 4. Grades fur D° '

R PN, 3 2
d,D" + d3D + d2D + d1_p + dQ",; o (13)

mit
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g B ey I e TR e T (A
é = -a 2 Mg = a§ Hog - m33(a2:* mp = mf1)‘+ m§3 5 m?é

1= -2 m13(a + a§ - m22) ay, = 2 m23 My 8y e | e -
o= ~lmyy - a )(m22 - a )(m33 - 2%) = (myy - 82y + (mp, - a2)n,

=2 m12 B43 23+(ax y 12)(m33 -a%) »  )f

aus der D bzw, n bestimmt Werden konnen.,

Fﬁr‘a O:(%‘ o° ) erhdlt man die fiir dlesen Sp921alfall ab—
geleltete APPLETON'sche Formel~ ' :

VBT o TR L8 e g
.8 = = ’ +-\{ =S + h®
2(8—,1) %, \Zisx-xﬂ,,\ o
Fur d1e nachfoléende Untersuchung 1nteress1ert die AusbreltunUSTL
‘rlchtung in der y-z-Ebene (a = O; a :

g = Ble P e g

Es 1st fir 52 Brelte das Dlpolfeld der Erde
H= 0, 52 Gauss

- mit

uha\ : - A 21
Damit wird aus Gl. 13 Lo R e
5 8 ' 1 3 ; ‘
n? =1 - , = (16)
4 02+ a%n? 2 4 a%n? h2(‘ 24 a s) '
. 2s(s - 1) 2s(s - 1)) .8 (s % 1) f
oder R R Py g o g
. o R L ped g |
jw ! . Py ’ _,' B -
ORI AR 1 T e
vV [1 + 5% ] VA?+'B2]- ST A
. - ¢ i G ‘/ - ‘ . 7 bs s .
Jw (mi + azwi) W, wg + jvw(1l -~ az)
A= R P Qi g x .
2v(w 4 jvw) v _wo4ajv@'

Hler ist berelts von der Unglelchung

(( _
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‘ Gebrauch gemacht worden, dle fur Frequenzen 4 50 kHz bis etwa
80 km Hoche erfullt ist (vergl. Abb. 1). ; g - afe ‘

Zur Abschéitzung der Betrége von A und B entnehmen wir der Abb. 3

Elektronendlchte und Stosszahlen fiir die Hohen 70o 75 undl .
80 km (s1ehe Tab 1) ; ’

| h(km) | 70 | 75 80 -
[ vV (8_1) 1,1-107 4?9-i06 _2,2~1Q6:,
W, (m™2) | 1,5-10% [.1,6.108 [ 5,0-10% |

_Tabelle 1
Fir o = 10° 57 und a = 1 gibt Tabelle 2 die Betréige von A und
B an, O 90 PP e Y o _”’\5

n(km) | 70| 75 | 80

a3, [

B | 0,5 1,4 4,2
‘Tabelle 2

Tabelle 2 zelgt ‘dass dle Vernachlass1gung des Magnetfeldes 1n
“unserem spezlellen Pall der Augbreltung in 75 km Hohe schon elne

"grobe Naherung und dariiher hlnaus s1cher nicht: mehr zuldssig. 1st,

. Tatsichlich wird spiter gezelght werden, dass oberhalb etwa
75 km Hohe dle-Gultlgkelt des verwendeten Modellsy bei welchemki
das Erdmagnetfeld nicht berucks1chtlgt 1st, eihgeScnrénkt Wird
[ﬂ; Diese Elnschrankung betrlfft vor allen Dlngen die zwei-
fach reflektlerte Welle- , die durch -die anisotrope Leitfdhigkeit
der Ionosphare stédrker als die einfach reflektierﬁe Velle in, |
Mltleldenschaft gezogen wird. Andereruelts kann aus der Gultlg-
. keit des Modells unterhalb 75 kn geschlossen werden, dass die
Daten flir die Stosszahlen grossenordnungsma351g rlchtlg s1nd..,
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Das hler verwendete Ionospharenmodell hat also den Brechungs—"

index _ : ‘ ,

ca=\[1-4 0 omit D= Cae T T

.‘ v 4 10) “
und die Leitfahigkeit _

) g T gow ‘ i 25 % o ) % =

6;= T ’ o ')18) ,
wie aus der Beziehung S "
' n° = &

‘undsder'1;—MAXWELL'schQn Glelchung folgt

Fiir 75 km Hohe und die Frequenz £ = 15 kHz ermiftelt man
o \'3A'=. frdan "l b | ﬂ

‘Die Ionosphare hat also fiir Ldngstwellen eher den Charakter

eines Dlelektrlkums als den eines’ Lelters.

Strahlenoptische.Theorie der Lingstwellenausbreitung

In Unkenntnls von genauen Antennendlagrammen der beobachteten :
Langstwellensender und zur Verelnfachung der Rechnung werden -

X die Senderantennen durch vertlkale Dipole ersetzt. Da es im |

folgenden immer nur auf relatlve Feldstéarken ankommt, wird der

- dadurch ehtétehende Fehler kaum ins Gewicht fallen. Am Empfangs-
_Qrt wird die Vertikalkomponente der elektrischen Feldstérke ge—

messen, die hier vor allem interessiert.

Es Bed ) el o

- jwt

das Momént_eines,Hertz’scheh Dipols in z-Richtimg eines zylindri-

schen Koordinaténsystems ( p, 9, z), Der Dipol befinde sich in

‘der Hohe z_ im Gebiet zw1schen (ebeneﬂ Erde und Ionosphare (Abb.4),

o]

‘Die IonOSphare bes1tze eine scharfe untere Begrenzung in der

scheinbaren Hohe h Uber der Erdoberflache und _habe den konstan=
ten Brechung51ndex ny (Gl 17) Die Erde bes1tze den Brechungs- ‘

. index Ny Dann 1aust s1ch sein Vektorpotentlal im Hohlraum

/
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Abb 4 Hohlleitersystem ErdeéIonosphére Y

| ‘Erde-Ionosphare nach dem Vorblld von H WEYL [8];unter;Bé~, g,
ruckulchtlgung der Randbedlngungen zu ) | '

: -271-"+ imo 275 . e
o % —Jk S cos(¢ ¢ )
ﬂ— (j’/‘P, z)= = J‘ j P | Sd,%vdq)! :
| -jkclz, - 2l 7 ¥ —JkC(Z + z) ‘ —JkC(Enh—z ]
| '[e, P #R(C)e T E n(c)Rn 1(c){
AR -ch(2nh+z —z) = -JkC(Znh—z +z) b —JkC(Znh+z-+z)
+R, (C)e +R, (C)e , | +R (C Pl 0 1
P PT I 7L el 9
bestiﬁmen,  | |
Hiervist
' \ Sln"s‘ = S
cos%‘ =
% v -1+c'f“' NP
1(1'. (¢)  __, @) (e ' St SN gy e
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. Abb, 5. Ersatzbild fiir Vielwsgeausbreitung, im Systém”

. Brde-Ionosphére.
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‘}Wir betrachten ein Glied der Summefﬁnter dem Integral'Gl;;1é; ,
‘ -3kC(2nh+z mz) ~Jka cos (Q @ ) A 4
f[ R} ()Y (©) ¢ sa¥ay

In der Abb, 5 entsprlcht dles Glled dem Vektorpotentlal eines
'Ersatzdipols an der Stelle 2nh + z - z . H, WEYL [8)] folgend .
: drehen wir die Koordlnatenachse des. Elnheltskrelses (1, 3‘, 9')
. in Rlchtung der, Verblndungsllnle Ersatzd1pol~Aufpunkt und be-
nennen dies neue Koordlnatensystem (3‘ @") Die Verbindungs=— -
linie Ersatzdlpol-Aufpunkt schllesst mit der pos1t1ven z-Achse
eden Wlnkel ff

1n einst .. S T ST : - o \,. ’
dos 3 n BT B o Bl
SR o o’
‘ ‘ n
2. s 2 o 1B G |
o, = f  + (2l $ 8, .~ z)(#.ﬁ o

und es ist

C = cosﬁ“: cos?& éos%‘ + sin ﬁ'k‘h sin A cos go“"

}

Die Integratlon naoh " sel ausgefuhrt und wir erhalten den

Mlttelwert - o on | .
et e e
Ri Re = '2‘;" f Ri Re d ‘.P" ° o ‘ .
| e | - oS e
Nach Elnfuhrung der neuen Integratlonsvarlablen ‘
.t 1 ) COS‘%' ‘
J

und Integration léngs eines Weges gemédss der Passmethode-be;
kommen wir aus Gl., 21 PR

R R T
Pre © B j e B g gl-at . (21a) -
& :.. ‘l. e ) .

7

a Sobald kr1 > 1 ist, 1lefert nur die nichste Umgebung-um den :
Punkt t = 0 (cosfﬁ = 1) elnen Béﬂtrag zum Integral 1n Gl, 21 a ,

und wir konnen setzen
ko %
l‘ i n i 5
. Ri Re Ay (cos r& ) Rc(cosv&1n)

{
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Der hier begangene Fehler ist von der Gridssenordnung 1/rin
Wir erhalten schliesslich aus Gl 21

—JkI‘.] ' K ) E .
22__‘ R (cos SH ) Rg (cos S’ ) e (21v)
Tin FRERERE o
Diese. Naherung gllt solange r1n ». 1 fn ]von ma351ger Grosse
und cosr%‘ o ¥ 0 ist, d.h, fir nicht zu kleine Werte von 2uh s
Sie versagt also fiir das zweite Glied des Integrals in G1, 19,
“well hier die beiden 1etzten Bedlngungen nicht erfillt s1nd
Dieses Glied gemeinsam mlt dem ersten stellt aber gerade das
: Vektorpotentlal der Strahlung eines vertikalen Dipols, lber
~ einer ebenen 1e1tenden Erde ohne Berlicksichtigung der Ionosphare
dar, Dieses Problem ist von A, SOMMERFELD ]9] gelost worden,
Es ist -

. JEE.C{ Jksf’ COS(¢ ¢ ) ['kaC'Z"-o%; R, (C) e—JkC(Z%ZJSdﬁ‘d 0!
| L IR
—\/Jo + (Z-:-'ZO)‘, e » "

Hler ist

w(a) = ‘W! e JA' die SOMM&RFELD‘sche Dampfungsfunktlon und

bedeutet die numerluche Lntfernungq

Strahlenoptlsch stellt die Gl. 22 die Bodenwelle dar. Dle

‘ Glleder in der Art der Gl. 21551nd alle moglichen: im Aufpunkt
P ankommenden Raumwellen, ‘dié auf ihrem Wege durch n-fache
"Reflex1on an der Ionoopharenunterkante und n +v ~fache Re-

, flex1on an der Erdoberflache beelnflusst werden. In der Abb, 5
sind Bodenwelle und dle ersten v1er RaumWellen elngezelchnet

Aus’Gl 19 . erhalt man SOhllGSSllCh fur Z %kzo = Q und unter

Vernachlags1gung der zwelten und hoheren Potenzen von 1/r
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L [

: 0
z =7 T T f’)
4 § o ap g | | et (23)
" Z‘” | 1 R)? k< -
. v + J > r
= ZEO [ W(CX.)’ +2 sin ra' R Rn'g_________, y
S Wt mep efjkP | ' G e
T Bym = O - ist die Freiraumfeldstérke des Dipols im
- k4n - f . - Abgtand p -
sinﬁ%n.= j‘f‘_  ‘  7 : ' ’ ! L

r° = pfe (am)?
L o ,

v \

‘Nun ist fiir mittleren Erdboden

§

AR LY |
o T - . |
ey AT el e D F
B 'Ee\ =10 " @ ''m o | i

f (kHz)| 20 | 50 | A T
S “a | 0,02 | 0,145
W 10,99]0,95
A | 2 | 18°

‘Tabelle 3°

Tabelle % gibt Betrag und Argument von W fir die Entfernﬁhg‘
1000 km und. die beiden Frequenzen 20 und . 50 kHz an. Die Werte
wurden aus Tafeln vom RJASIN [10] ermittelt. Unterhalb von
50 kHz kann praktlsch w=1 gesetzt werden.

Die R “und' R sind. Jetzt die- FRESNEL'schen Reflex1onskoefflzenten_
pig vertlkale Polarlsatlon : s ;

_Abb., 6 Betrag | RI und Phase des FRLSNDL'schen Reflex1ons— .
- _koeffizienten fiir verschiedene VWerte vonL & in-.
Abhgngigkeit vom ?1nfallsw1nkel§y S EW

0
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ST G I P (20e)
‘ n® cos'& F Vn; e s1n2°‘ ' : |

\

Abb 6 zelgt Betrag IR' und Phase ﬁ fiir

w21 -4 mti=i0 49 1071 15 10
| R

L =10 4 entsprlcht mlttjeren Boaenverhaltnlssen bel w =‘1O5 -1
In diesem FPalle ist schonlei sehr grossen Elnfallsw1nke1n nahezu
R, = 1, Man erhilt also aus Gl. 22, PR R

- ,-;. =5 “..:__G.B n" jk(n-.r) . ,. ‘.".

Der Abb, 6. entnimmt man, dass flir O, 1’41 & 10 der Betrag IR}
“bei grossen Elnfallsw1nkeln ghnlich verl#duft. Da fir, dle tiefe
| Ionosphére L von der Grossenordnung 1 ist (siehe Abschnitt 2),
folgt daraus, dass der genaue Wert der Leltfahlgkelt der Modell-
ionosphare bel ~schrégem Einfall nicht sehr krltlsch ety Dies -
;berechtlgt uns, am Tage mit einer konstanten Leltfahlgkelt der
Modelllonosphare zu rechnen; auch dann, wenn infolge jahres- _
zeltllcher Einfliisse oder durch Sonneneruptlonen das Elektronen-
dichteprofil der Abb, 1 deformiert oder nach oben bzw. nach
'funten verschoben ist. Dle C*chelnbare Hohe h bleibt der e1n21ge
Parameter.'

53 Wel1eno§tische Theorie def Léngstwelleﬁausbreitugg

Mlt den glelchen Voraussetzungen fiir das System Erde- Ionosphare
wie im Abschnltt 4 gewinnt man aus dem Ansatz

~JjkC o kG ' kC
T - l—~J’H(2>(kso >[ -jkClz-z d: f1e -3 (_Z+zo)+f2e JkC (2~ ]
% o | . 0% §h
T k 3k C.z L :
“e, = -?-Eg-p:j (2) (k SGS’ ) f e L sed% . g B O (24)

v
o1




e 17, =

.Sz?j- Ci;.“l -
S+ Og =1
2RI, ' N
sowie den‘handbedingungen
f ﬂ;  = I | T = "
1T, 1 RN e ) D
‘ = — . fir 2z = 0, =5 0 = fir- 2=
Eg 2z k° Dz : k:'? Bz .l—«:‘? z
S = niSi‘=‘neSe‘ mit n, = ki/k ‘und ng =k /k
« 1 _jsz(h-zo)'
L R (1 + Rije \
‘ .' JZth‘ : R
) = REETIER - (26)
L. Z42KhC —jzkc(h;zo)j |
. Ry (Rge +e
£, = e” . T
e o -j2th
1: RiRee
Die Ry und R haben dle Form der G1¢ 20

Zum glelchen Ergebnls kommt man; wenn' in GL, 19 dle Relhen .
~unter dem Integral aufsumm@rt werden und die Integratlon uber

A vollzogen wird,

Indem nur der Be;trag
‘an den Stellen

‘der Umlaufintegrale um die Singularitéten

. =2jkCh  ~2nju L o
Ry Rg e  & = e . n.= o,j9?;,,,, 7(27)
beruck51cht1nt and R = 1. gesetzt Wird,'érhélt man (fir
4Z ] ZO = O) L5] . : T ‘ ; : “:
‘ oo ‘
: - n(2) : . _
N 8(2) (k50 ) o
] f ST A M : (28)
5 : h i ‘ n = O (1 + - . ol : | ]

und
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w NG
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¢ | o

\on BN v  /. o 3t e
B, =2 E, 'fA ¢ 34;21; “ 3k3}(1 el . e
C 4 . n=0 o o (A <?j7)

‘Hier 1st berelts von der asymptotlsphen Naherung der HANKBL'
sohen Funktlon

by
| H<2)(x)-> f s e'Jv(»X P
W omx -

: Lo ’ . 1
-Gebrauch gemacht worden. -

Weiter gilt in guter Nzherung fiir L voﬁ,der Grossenordnung 1

.3 am, ,
An= (1 + ‘l> , e " flir n 2 1
5 ZhKRi, dac C=Cn :

b 12 © . fiir f& 5 Kiz

“Oberhalb 5 kHz ist die D@mpfung des 0.Modes so gross, dass er o
gegentiber den Modes htherer Ordnung vernachldssigt werden kann,
Die Bestlmmungsglelchung der Mode-Dlgenwerte (Gl 27) 1autet
ausgeschrleben '

] ) ‘/‘ : .
(1-3)0, - \o21® - iz (sés—j)cn - \/(eé—1)62 -'36 + ©

¢

(mi)e, #|o52? - 1D (600, + V(;aé-%')c;z - 36 + 0262 - (27a)

23kh0n - 2njn R ; T ' .3 el

5.8 o

\... ; " " ‘2.‘ 2‘_v .
' - ' € w ‘
L = ——
£ W
[0)
¥ e wi
&

Fur Ts1 und ¢ £ 1074 st

E " G < Cnf‘ L %

Es gilt dann hiherungsweise

o 2YE  §on/s,
Ryae 1 = —— e =1-2q
i w g By :




Eh - ey

. Mit dem Ansatz

| C A R(C)
c, =G, + ——1-
& F Kn \
_ w(n - 1/2)
C_ = = :
3. Xh
{erhaltimah-aus G1.427é ‘
' = | T \ o hhd
» o B = - n ; . ‘ (30)
. & A.v;i:Jv1 --A2a2“ 1o |
| Vi Y1 - age®
mit : |
L
0 =
. i = j
214, | | e it
et 1=Rag-e. . e 2., ", .2 |
(Al e 73, = =] tangé\n—qn(1+qn)-qn tang"A +J a, tangd ...
G1l. 30 entwickelt ergibt
,Eh + AS“,: — (An,+ q-ag A3 e a4 AZ F ¢ R ' - (30a)
P wm AT 2 R s A
“oder T 'mj':' PRI “‘ £ o /
J\/L “JVJL, S A 3 g% 2 :
= | UiV e T e A G %4
\ alh 2 3 8. w215 .
(31)

+Ja, (T+qy )- an'nf‘-'z- ®-1) (3D +a,) ...

Das sind zwei Glelchungen fir Real- und Imaglnartell von ZS

o
il

f(u aV )

<
l

.aus denen U, und Vo durch éin Naherungsverfahren gewonnen werden
~konnen. Sie gelten etwa fur '

xh 2 1/27n_f  und 0,15 I = 10,
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Insbesondere ist fiir G = 0 und bei Beschrénkung auf die 5y .
Potenz von By " ‘ ' ‘ O

g Y[ 39s 33 5[ 9,430 434 i
F'Anz e [I'noe i 4B Ty @ [ 1 ] SRR R ( ).\
| | ‘ . 32)
Cf 2 23940 d9sy 5.5 S5j(ei+~)|
e, 1B EAPA JPo Jle+
+ {3 re Lk roe }3 To:® . i N
mit 'q‘; ¢
: . Ly o 1 /
’ e =
1 - ] V.,"]L : 8
ahk
' J(PO Oj ‘VJL o
L e = S
s ol o - |
| o« 1
I‘-{e‘ .':'.. — o —
‘ 5 =
h
H = -
Schliesslich ist
' ’ T n'n _ ot 4t
=1 - = B0 - EER e e L) i - gs, (33)
L ¢ L g . kn§ 2k“h°§, - . »
mit B2 eh =1
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Die}nullfe~Néh§rung‘v§n GL. (31) léutet

o dYIT o o R ST :
An = . .qn +‘l{g_n o ] A. s . - (318)
g-q-m-nf-d RV R
‘ 1 T (n—1/2)-? 1 ; ].
0 g )
o = VI -= +V&|
2, \/_' kn'§ { c ._ Vh‘

k h~ . ‘ 4 y
CE o

b:_ ‘_.1a' | T (n - 1/2) .=-;1:' pr, T .
?n = \,\/Ekkh's' [ ‘kahz_ 7 ’_(y—f*' V-L-) + V6 |

Die - Glelchungen 34 stammen vor Je R, WAIT L6]

In den Abb. 7 - 12 51nd dle ‘aus den. Formeln G1. 32 und 33
:'errechneten werte von o, und B als Funktion von: L im Bereich
P L 10 gezelchnet Der Parameter igt-H = % y - und .dis
Werte gelten fir ¢ = 0, o

Aus den” Gl 34 folgt,; dass der Elnfluss der endllchen Lelt—
‘fahlgkelt der Erde sich durch eine- addltlve Gr0°se bemerkbar
macht, die filr klelnevn nur wenlg von der Mode Zahl abhangt°

ShE e ' |
V2 kns, §,

" Eg’ lasst sich also in Gl, 29-ein fir die Dampfung durch die
4 endllche Leltfahlgkelt der Erde verantwortllcher Exponent1a1aus~-,

‘druck o ; ' ka‘ TR f e ; =3 &
o “(1 +30.L. - S omit 1 = - { \/ O R & T

vor. dle Summe 21ehen.

'Um den Berelch guter Konvergenz der- wellenoptmschen Losung Gl
29 abzuschatzen, betrachten wir die nullte Naherung der Mode—
' Elgenwerte Gl. 34, Der Betrag des Glledes n-ter Ordnung hat die -
‘ Grossen@rdnung ’
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o p B 8.~ ,

S, % | opnt(n = 1/2) :

e . : ml't = ( VIJ +
; s . Yn -\/2 h3k S : R

" Mit den Werten L = 1 und S |  folgt

_?A . .
5= 2 S
?A :“ o 4 ’.“ . . ‘ . d .v by
T s L i o i .
ist R T i

Die Reihe Gl. 29 kann also auf dle ersten vier Glieder be— W
'schrankt blelben.v' 5y 2 »

Wenn wir uns’ ‘bei der strahlenoptlschen Losung Gl, 23 a auf
die ersten vier Glieder beschrénken wollen, also VOraussetzen,
dass der Betrag der V1erma1-reflekt1erten Welle '

- sm3r3’ jRI]4 <1072 gt
\dann‘mu fur L= 1‘ |

__f... _tang 9‘ <2 6 S ., ’ (37) -
8h ' A | ‘

sein (vergls, Abb. 4 und Abb 6)'

| Der Berelch geringer Konvergenz der 'Gl. 29 1st g5 g nlcht zZu
grosse Entfernungen..y glelchzeltlg der Berelch guter Konver=~ .
genz .der Gl 23&.|Der Betrag ‘eines Mode~G11edes der 61, 29 be-
s1tzt als Funktion der Hohe ein Maximum be1 elner optimalen Hohe
o | t’ wie aus der Naherung Gl. 34 folgt Es ist der Betrag des

4 op
"n—ten Mode- Glleges proportlonal ‘ 'Q”,'ﬂ} o , 3 / 

pA Q 5, e |
j Lo e (n-—1/2) LN P
-_— e h 4 C mit Qn‘___ — -__ (\/‘i+ ___)
B Va4 s, VI
und : ,f12 ‘ % i ' - | ¥
| hopt = 3§>'>\ Q, o 3 5w (33‘).‘
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Dle optlmale Hohe wachst mlt der bntf ernung, Wellenlénge und

- Modezahl,

‘Der Einfluss der Erdkrummﬁng auf die Ausbreitung der‘Léngstwellel

i ¥ : % 5 . i hE ‘ i
W,0. . SCHUMANN [11) hat fiir die gekriinmte Erde das Potential eine:

- vertikalen Dipols 'im Gebiet zwivchen’ﬁrdoberflache und scharf .

begrenzter Ionosphare durch Entw1ck1ung nach Elgenfunktlonen ‘
bestimmt, Seine Glelchung Tir dle Vertlkalkomponente der elek-
trischen Feldctarke unterucheldet s1ch von der Gl, 29 nur durch
den FaktOr LR TR AL «f«nw;g.pW%lgqﬂ‘

! g g gl o pioad g belonme U mb el BB WEL -
AT e e .&}:;.;";E‘ floarh Mo REgEesloeaauy : S A il L |
el \ ‘ ‘ » ( 39 )
- ' - \l. sin G \ _
’ v, _ £

(8 ist der Wlnkelabstand zwischen %endel und Empfiénger), durch
’den die Fokuss1erungsw1rkung des gekrlmmten Syatems Erde-

Ionosphare zum Ausdruck kommt, ‘; 1ner Entfernung von

? 2000 km ist 0 = 18° und \ = 1,01. Bis zu dieger

sin 8 T

‘Entfernung braucht also ‘die Erdkrummung nlcht beruck31cht1gt

zu werden, Im Falle der strahlenoptlschen Betrachtung erhalt

-, man an Stelle der Gl. 23a

'eln durch ‘diel Krummungxder Erde auftretender Foku551eruhgs—
v_faktor,

o0 -

’ ! z k . o [
E, = [(W'(y h) + 2 J: sinzfa'h i 'R} By 6" 4 A ?n)} (40,
- B ) y 'r! 1 2 , d
‘ . n " S :

n=1

Hier ist 2EOW'(9 A) die von VAN DER POL und BREMMLR ,[12]
.abgeleitete Bodenwelle ik dle gekrummte Erde, '

\

( ' {\/&n 81n G/Zn 1E"~;%fécgélé/éﬁ'\A'}.‘ -
1 +.= et e _
| : 81n,9 ’ mwm(ﬂ;¥«§)ccsﬁ@/2n -1

! "
Sop, e,

Lan der Erdradlus : ' .
'.f{= a © Weglénge der Bodenwelle (vergl Abb 13)
'rﬁ‘ Weglange der n-fach rcflektlerten Welle’

h  HGhe- der Ionosphare uber dem Erdboden

i
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Abb 13 Geometrie des Strahlenweges der n-fach reflektiertan |

Welle ' ' , 3,
Dle alL; 40 gilt zunachst nur blo zum. geometrlschen Horizont der
einfach reflektlerten Welles Dieser liegt fir h = 70 km in
- einer Entfernung von Fh 1900 km vom Sender. ‘Bel- Annaherung
an, den geometrischen Horlzont beglnnt die strahlenoptlsche Be- ’
- schreibung der reflektlerten Wellen ihre Gultlgkelt zu verlieren,
Auf Grund von beugungstheoretlochen Ueberlegungen kann ein
Korrekturfaktor gewonnen werden, der elne Funktlon von
vt : ; ,

b (31/3 (P"‘Fh)
a |

ist und der im Sinne einer’Verkleinerung der;Amplitudefder‘

¢




iy e,EgF
reflektierten Welle wirkt, Fiir P=9%y und A = 20 km hat er
den Wert von 0,7. ‘Die foku531erende Wirkung der gekrummten

Zrde wird dadurch tellwelse w1eder ‘aufgehoben r13] .

'Verglelch von Wellenoptlscher und strahlenoptlscher Beschrel-

bung der Langstwellenausbreltung

Da die auf Grund von strahlenoptlscher und wellenépfischer .
‘Rechnung»bestimmten Feldstédrken in Gl. 2%a und Gl, 29 nur
Niherungen darstellen, ist es angebracht, die aus beiden |
Glelchungen ermittelten‘Werte'in'einem'BeispielLzu;vergleiChena
Fiir das"folgende Beispiel wufdevdié'FreQuenz f = 15 kHz _
(A = 20 ¥m) gewdhlt, Bei - € = 1000 km und h = 70 km 1st dann
,(s1ehe Gl. 36 und 1. 37) '
f A - KAy I g ., Y

. - 1 2'. und‘ —— 1 8‘_. <

R TR e U Tt
An dieger. Stelle konvergleren also dle beiden Relhen annahernd '
‘glelch gut. ] ' '

g 0 | 100| 200{ 300 | 400| 500} 600| 700| 800| 900

by N 1,45 0,94 0,24 1,31 |1,63[1,97|2,54
by | 1.00[1,04]0,88(1.37/0,93|0,24|1,381,54|2,00(2, 46

ow | L | | -8| 32| -58] -51| =39 -31| -18
9| 0| 37| 7| -3| .35 =53] -48| -33| -28| -13

¢ | 1000 1250]1500] 1750 2000 [2500{3000
b | 2,68(2,01 1,64(2,41]2,62 |2,32(2,74
b, |2,64(2,05|1,56|2,34]2,681 | | .
o, | 3| 26| 15| 20| 44| 62| 87
o | 7| 33| 22 -E27' 51

» E .
Tab 4 Betrag b und Phase ¢ von g_. als Funktlon der Entfernungs

mit f=15 kHz3 h=70 kmj I= 1, G 0, errechnet aus Gl. 23a
(Symbol "s") und G1. 29(Symbol wi), .



o Loag

In Tabelle 4 sind die aus den Gl,'23qund-29 berechnetén‘Werte
von Betrag und Phase. von'E_/2E . als Funktion'dér'nnfférndng‘
mit h = 70 kmy, L = 1 und G =0 gegenubergestellt ‘Die Reihen
sind gewells nur bls Zu elner solchen Entfernung berechnet bei .
der e1ne Beschrankun~ auf die ersten finf Glleder genugt Das'
ist 1n unserem Belsplel im strahlenopulschen Falle p 2000 km
'und im Wellenoptlschen Falle y 300 km, Im Ueberlappungsberelch
300 km £ ¢ £ 2000 km ist die Differenz zwischen beiden Daten
‘nicht grosser als 5% belw Betrag bzw, 7° belm Argument ,Tat~-
'séchlich ist «die Differenz noch- kleiner 1nfolge der zufalllgen |
‘Fehler der einzelnen Verte, die durch ein graphisches Ver—k :
fahren ermittelt worden 31nd (51ehe Abb, 15), In der Tabelle 5

>3

t flir gl@lChe

. |n | 20| 30j; 35 | 40| 45| 50| 55| 60| 65
b, j007]0,99 |1,65.2,02|2,112,29 11,92 |1,67 2,18
P |1,30|1,78 ], 0612,07|2,21 |1,95 |1,68 2,18
9, (455| 201| 135| 90f 63| 43| 22| 27| 19
9 196} 136 |. 84 ’_58 471 241 31{ 25

|ni} 70f 75 "80| 85| Y90 100
N 2,68/2,42(1;84(1,67|1,43(0,05
by | 2;6412)39(1,78|1,74 1542 0,04 ]
Loy | 3 | =e3| =34| ~42| -66(-303.
og ! 7 | -20| <31| -34 ~63|-530

Tag: 5 Betrag b und Phase 8 von ?‘ alo Funktion der Hohe h mit
. f=15 kHzs p= 1000 km} L 1? G~O, errechnet aus Gl 2%a -
(Symbol Wsh ) ynd’ Gl. 29 (Symbol “w") »

Frequenz und Leitfahigkeit o /EE haoh Betrag und Phase in
Abhwnw1gke1t von der Hdhe h be1 der Entfernung [ _1000 km | ‘
angegeben, Auch. hier herrscht oberhalb h = 30 km ausgezelchnete
Ueburelnstlmmung zwischen~ strahlenoptlscher und wellenoptlﬂcher
,Rechnung, wobeil dexr: Berelch guter Konvergenz fur Gl. 23abe1
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“Abb, 14 Betrag Y (ausgezogen) und Phase (gestllchelt) :
von z/ZE als Funktion der Entfernung p (oben) und dér Hohe
b (unten). ' ' ' ~ ‘ LK
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2 35 kn und fiir GL, 29 bei h £ 100 km liegt. Beide Gleichungen.
siﬁé also‘équivalent und. ergénzen Qich/gegenséitiga | -
'In?A%b 14 51nd Betiag und. Phasp_von E /2E als Funktlon vany
bzw, h.in Kurvenform da*gestellt Der Ueberlappungsberelch “

vy beflndut sich zwischen 300 und 200C km Entfernung und ober- l:*

halb 30 km Hohe in 1000 km Dntfernung bzw° 60 km Hohe in 2000 km
'Entfernung. Die obere Grenze der Hohe des, Ueberlappungsberelches,
die bel der Frequenz von 15 kHz zu 1OO km Hohe bestlmmt worden

.War,inlmmt mit wachsender ¥ requenz ab. '

. In der Abb., 14a sind die belden ersten Mlnlma an den Stellen o /
200 und 500 km und die dazugehorigen Maxima. an den' Stellen. y b
300 und 1000 km dle Folge der Ueberlagerung von Bodene und

rater Raumwelle, der Wendepunkt bei 650 km sow1e dés'Mlnnnum
‘bei.1500 km und das darauffolgende Max1mum bei 1900 km dle\
 Folge .der Ueberlagerung von einmal und zweimal reflektierter
Telle, | | | bow, e .2
In der Abb, 745 entsteht das Hauptmaximum ih 72 ku Hohe durch
die Ueberlagerung von Bodenwelle, eihmal und 2weimallreflektier— i
o ter Welle, wahrend dle belden Minima 1n 59 und 82 km Hohe.durch
 d1e Interferenz von erste“ und zweiter Raumwelle zustandekommen.
Dies wird veranschaullcht durch die Abb., 15. Hier bedeutet der. .
f'vom Punkte O bis. zu einem der Kreloevgezogene¢Vektdr die Smmé'f':
\ von:Boden—,und‘éinmal reflektierter Welle, Die von den Kreigeq ;
ausgehenden Linienzlige geben den Anteil der zweimal bzw, drei-
und viermal feflektiérten W@llen an. Der vom Punkte 0 bis zu |
elnem der durch die Ortskurve verbundenen Endpunkte der Vektor—
summe gezogene Vektor ist E / 2u e Daraus s1nd die strahlen~
'optlschen Werte der Tabellen 4 und 5 sowie der Abb 14 ent -
standen. * T, T g ‘ -

Der"Vollstandigkeit-halber ist in der Abb, 16\die aus der
wellénopfischén,Gleichung 29 gewonnene Vektorsumnme

\

U T AT A A R A

Abb. 15 Vcktorsumme der hehrwegeausbveltung Die Strecke O - A
entspricht der Bodenwelle, die Strecke vom Punkt A bis
~gu_einem der Kreise entspricht dex. einfach. reflektlerten
~ Welle, der Streckenzug von einem der Kreise bis zur .
l Ortskuryve entsprlcht den zwe1-“ drei- und vierfach reflek—
tierten Wellen. Der Vektor von O zur Ortskurve 1st E /2E
(31ehe Tab 4 und 5 sow1e Aob 14) ' &

<y
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',IWellenlelter urde—Ionosphare und unendllch gut leitender

TR  ‘  3 e e - Béfﬁ

T k(sis,)3

4 o (41)
\ SB 72 ‘ e s
T - }
fuf die bbén-géwéhlten-BeiSPiele dargesteiit;tMit'der‘Gfﬁssé' P
o-in/4 V8 & “83/2 SHEUR, 5’
multipliziert, ergibt Gl. 471 ‘den Ausdruck(E / ZLO)W , der in

den Tabellen 4 und 5. tabelllert ist,

‘Die &auptmax1ma der Abb 14 kommen, w1e man Sl“ht Wellenoptlsch
durch die Ueberlagerung der lodes erster und zwelter Ordnung

b zustande, 6+ '

?Dle Uebgrelnbilmmung der Gl 23a und Glﬁ 29 flir den ebenen

Erde megt es nahe, bel der strahlenoptlgchen Rechnung den

-'Elnfluss der endllchen Leltfahlgkelt und den Einfluss der 3

"Erdkrummung durch die vlelchen Taktoren zu beruck51cht1gew’

'-‘w1e dies in der wellenoptlschen Rechnung geschleht (s1ehe

Gl, 35 und- Gl» 39), Dadurch wird die Rechnung wesentlich ver-
1 elnfacht, 2 ’ " o ; - >

S i

oo L

. . SZ/Z 1k($1'—Sn)f - :
Abb, 16'ModerSumme Zi:: —37§~ e . " -Die Streéke
S ent&prlcht dem ezsten Glled der Relhe. Die
Strecke vom Piunkte A bis zu einem der Kreise .ent-
spricht dem zweiten Glied., Die von den Kreisen -aus--
gehenden ILinienzlige entsprechen den drltten, vierten
~und flinften Gliedern der Reihe.
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